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LỜI GIỚI THIỆU 

Hàm phân phối của tổng các biến ngẫu nhiên độc lập 𝑍 = 𝑋1 + 𝑋2 + ⋯ + 𝑋𝑛 là 

một thông tin quan trọng. Đôi khi, phân phối của 𝑍 còn có thể cho chúng ta biết về phân 

phối của 𝑋𝑖 , 𝑖 = 1, 2, …Trong lịch sử, đã có rất nhiều kết quả nghiên cứu trong các 

trường hợp khác nhau. Trong trường hợp 𝑋𝑖 độc lập cùng phân phối thì câu hỏi về hàm 

phân phối của 𝑍 được trả lời khá trọn vẹn trong rất nhiều trường hợp khi 𝑋𝑖 có phân 

phối quen thuộc thường gặp và có ứng dụng quan trọng trong lí thuyết thống kê hiện 

đại. Tuy nhiên, trong trường hợp 𝑋𝑖 không cùng phân phối, vấn đề trở nên phức tạp hơn 

rất nhiều. Đa số các kết quả nghiên cứu dáng điệu tiệm cận phân phối của 𝑍. Một câu 

hỏi nữa là độ chính xác của dáng điệu tiệm cận đó? Một loạt các bất đẳng thức như bất 

đẳng thức Markov, bất đẳng thức Chebyshev… cho phép ta đánh giá xác suất đuôi 

𝑃(𝑍 ≥ 𝑎) trong trường hợp biết kì vọng, phương sai của biến ngẫu nhiên. Bất đẳng 

thức mạnh hơn cho một chặn trên của phân phối đuôi của 𝑍  giảm theo hàm mũ là bất 

đẳng thức Chernoff. Trong một số báo cáo học thuật trước, tôi đã trình bày lại một số 

bất đẳng thức xác suất quen thuộc này cùng một số ví dụ thực tiễn có thể áp dụng trong 

giảng dạy. Theo luồng nghiên cứu đó, trong báo cáo này, tôi tiếp tục nghiên cứu, tổng 

hợp và trình bày lại về chặn Hoeffding -  một bất đẳng thức cho chặn trên của xác 

suất một tổng các biến ngẫu nhiên sai lệch với giá trị kỳ vọng. Bất đẳng thức Hoeffding 

được chứng minh bởi Wassily Hoeffding (1962) và được coi là mở rộng của bất đẳng 

thức Chernoff.  

Báo cáo học thuật chia làm ba phần 

Phần 1: Trình bày về hàm sinh mô-men và nhắc lại bất đẳng thức Markov và Chebyshev 

và bất đẳng thức Chernoff 

Phần 2: Trình bày về chặn Hoeffding.  

Phần 3. Trình bày một số ví dụ cơ bản có thể ứng dụng chặn Hoeffding. 

https://vi.wikipedia.org/wiki/H%C3%A0m_m%C5%A9
https://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=Ch%E1%BA%B7n_tr%C3%AAn&action=edit&redlink=1
https://vi.wikipedia.org/wiki/X%C3%A1c_su%E1%BA%A5t
https://vi.wikipedia.org/wiki/X%C3%A1c_su%E1%BA%A5t
https://vi.wikipedia.org/wiki/Bi%E1%BA%BFn_ng%E1%BA%ABu_nhi%C3%AAn
https://vi.wikipedia.org/wiki/Gi%C3%A1_tr%E1%BB%8B_k%E1%BB%B3_v%E1%BB%8Dng
https://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=Wassily_Hoeffding&action=edit&redlink=1
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1. Kiến thức chuẩn bị 

1.1. Hàm sinh môment 

Định nghĩa 1.1. Cho 𝑋 là một biến ngẫu nhiên bất kì. Hàm sinh mô-men của 𝑋 là  

𝑀𝑋(𝑡) = 𝐸[𝑒𝑡𝑋]. 

Nếu 𝑋 là biến ngẫu nhiên rời rạc  

𝑀𝑋(𝑡) = ∑ 𝑒𝑡𝑥𝑖𝑝𝑖

∞

𝑖=1

. 

Nếu 𝑋 là biến ngẫu nhiên liên tục  

𝑀𝑋(𝑡) = ∫ 𝑒𝑡𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥.
+∞

−∞

 

 

Tính chất của hàm sinh mô-men 

i) Khai triển 𝑒𝑡𝑋 = 1 + 𝑡𝑋 +
𝑡2𝑋2

2!
+ ⋯ +

𝑡𝑛𝑋𝑛

𝑛!
+ ⋯  

Suy ra 

𝑀𝑋(𝑡) = 1 + 𝑡𝐸𝑋 +
𝑡2𝐸(𝑋2)

2!
+ ⋯ +

𝑡𝑛𝐸(𝑋𝑛)

𝑛!
+ ⋯ 

Do đó, hàm sinh mô-men bao gồm tất cả các mô-men của 𝑋. 

ii) Nếu 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 là các biến ngẫu nhiên độc lập và 𝑋 = 𝑋1 + 𝑋2 + ⋯ + 𝑋𝑛 

thì  

𝑀𝑋(𝑡) = ∏ 𝑀𝑋𝑖
(𝑡).

𝑛

𝑖=1

 

 Thật vậy, vì 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 độc lập nên 𝑒𝑡𝑋1 , 𝑒𝑡𝑋2 , … , 𝑒𝑡𝑋𝑛 cũng độc lập. Ta có 

𝑀𝑋(𝑡) = 𝐸[𝑒𝑡𝑋] = 𝐸[𝑒𝑡(𝑋1+𝑋2+⋯+𝑋𝑛)]                                     

= 𝐸 [∏ 𝑒𝑡𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

] = ∏ 𝐸[𝑒𝑡𝑋𝑖] = ∏ 𝑀𝑋𝑖
(𝑡).

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1
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Hàm sinh mô-men của một số phân phối thường gặp 

Phân phối Hàm sinh mô-men 

Phân phối 0-1 tham số 𝑝 1 − 𝑝 + 𝑝𝑒𝑡 

Phân phối nhị thức 𝐵(𝑛, 𝑝) (1 − 𝑝 + 𝑝𝑒𝑡)𝑛 

Phân phối Poisson 𝑒𝜆(𝑒𝑡−1) 

Phân phối đều liên tục 𝑈(𝑎, 𝑏) 𝑒𝑡𝑏 − 𝑒𝑡𝑎

𝑡(𝑏 − 𝑎)
 

Phân phối mũ 𝐸(𝜆) (1 − 𝑡𝜆−1)−1, 𝑡 < 𝜆 

Phân phối chuẩn 𝑁(𝜇, 𝜎2) 
𝑒𝑡𝜇+

1
2

𝜎2𝑡2

 

 

1.2. Hàm lồi 

Định nghĩa 1.2. Hàm liên tục 𝑓(𝑥) được gọi là lồi trên khoảng 𝐼 nếu và chỉ nếu với 

mọi 0 < 𝑝 < 1 và với mọi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ta có 

𝑓(𝑝𝑥 + (1 − 𝑝)𝑦) ≤ 𝑝𝑓(𝑥) + (1 − 𝑝)𝑓(𝑦). 

Mệnh đề 1.3. Một hàm 𝑓(𝑥) liên tục và khả vi cấp 2 là lồi trên 𝐼 nếu  

𝑓′′(𝑥) ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐼. 

 Mệnh đề 1.4. (Bất đẳng thức Jensen) Nếu hàm 𝑓(𝑥) liên tục và lồi trên 𝐼 thì với mọi 

số dương 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑁 thỏa mãn 𝑝1 + 𝑝2 + ⋯ + 𝑝𝑁 = 1 và mọi số 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁 ∈ 𝐼 ta 

có 

𝑓 (∑ 𝑝𝑖𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

) ≤ ∑ 𝑝𝑖𝑓(𝑥𝑖).

𝑁

𝑖=1

 

Ta thấy rằng, nếu 𝑋 là biến ngẫu nhiên nhận giá trị trong đoạn [a,b] thì hàm 𝑒ℎ𝑋 là hàm 

lồi nên đồ thị của nó nằm dưới đường thẳng đi qua hai điểm 𝑀(𝑎, 𝑒ℎ𝑎) và 𝑁(𝑏, 𝑒ℎ𝑏). 

Do đó ta có 

𝑒ℎ𝑋 ≤
𝑏 − 𝑋

𝑏 − 𝑎
𝑒ℎ𝑎 +

𝑋 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
𝑒ℎ𝑏 , 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏. 

Từ đó ta có hệ quả sau 
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Hệ quả 1.5. Cho 𝑋 là biến ngẫu nhiên nhận giá trị trong đoạn [a,b]. Khi đó, với mọi số 

thực ℎ ta có 

                               𝐸𝑒ℎ𝑋 ≤
𝑏 − 𝐸𝑋

𝑏 − 𝑎
𝑒ℎ𝑎 +

𝐸𝑋 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
𝑒ℎ𝑏 , 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏.                              (1) 

 

1.3. Một số bất đẳng thức xác suất khác 

Bất đẳng thức Markov. Cho 𝑋 là một biến ngẫu nhiên nhận giá trị không âm. Khi đó, 

với mọi 𝑎 ≥ 0 ta có 

𝑃(𝑋 ≥ 𝑎) ≤
𝐸[𝑋]

𝑎
. 

Bất đẳng thức Chebyshev. Với mọi 𝑎 > 0 ta có 

𝑃(|𝑋 − 𝐸[𝑋]| ≥ 𝑎) ≤
𝑉𝑎𝑟[𝑋]

𝑎2
. 

Bất đẳng thức Chernoff. Với mọi 𝑡 > 0 ta có 

  

𝑃(𝑋 ≥ 𝑎) ≤ min
𝑡>0

𝐸[𝑒𝑡𝑋]

𝑒𝑡𝑎
 

và  

𝑃(𝑋 ≤ 𝑎) ≤ min
𝑡>0

𝑒𝑡𝑎𝐸[𝑒−𝑡𝑋]. 

 

2. Chặn Hoeffding 

 Cho 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 là các biến ngẫu nhiên độc lập với môment bậc nhất và bậc hai 

hữu hạn.  

Đặt 𝑆 = 𝑋1 + 𝑋2 + ⋯ + 𝑋𝑛 và 𝑋̅ =
𝑆

𝑛
 

𝜇 = 𝐸𝑋̅ =
𝐸𝑆

𝑛
 ; 𝜎2 = 𝑛Var(𝑋̅)=

Var𝑆

𝑛
.  

Theo bất đẳng thức Chebychev ta có 

𝑃(|𝑋̅ − 𝜇| ≥ 𝑡) ≤
𝜎2

𝑛𝑡2
, 
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và 

𝑃(𝑋̅ − 𝜇 ≥ 𝑡) ≤
1

1 +
𝑛𝑡2

𝜎2

. 

 

 Từ chặn Chernoff  ta thu được 

                                   𝑃(𝑋̅ − 𝜇 ≥ 𝑡) = 𝑃(𝐸 − 𝐸𝑆 ≥ 𝑛𝑡) ≤ 𝐸𝑒ℎ(𝑆−𝐸𝑆−𝑛𝑡),                     (2) 

Trong đó ℎ là số dương bất kì. Trong trường hợp các biến ngẫu nhiên độc lập thì 

                            𝐸𝑒ℎ(𝑆−𝐸𝑆−𝑛𝑡) = 𝑒−ℎ𝑛𝑡 ∏ 𝐸𝑒ℎ(𝑋𝑖−𝐸𝑋𝑖).𝑛
𝑖=1                                                      (3) 

Tiếp theo ta đánh giá giá trị kì vọng trong vế phải của (2). Một loạt các định lí sau đây 

được phát biểu và chứng minh bởi  Wassily Hoeffding (còn được gọi là chặn 

Hoeffding). 

Định 2.l. Cho 𝑋𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 là các biến ngẫu nhiên độc lập, nhận giá trị trong đoạn 

[0,1] thì với 0 < 𝑡 < 1 − 𝜇 ta có 

                                𝑃(𝑋̅ − 𝜇 ≥ 𝑡) ≤ ((
𝜇

𝜇+𝑡
)

𝜇+𝑡

(
1−𝜇

1−𝜇−𝑡
)

1−𝜇−𝑡

)
𝑛

                            (4) 

                                                           ≤ 𝑒−𝑛𝑡2𝑔(𝜇)                                                                      (5) 

                                                    ≤ 𝑒−2𝑛𝑡2
  ,                                                                  (6) 

Trong đó 

𝑔(𝜇) =
1

1 − 2𝜇
𝑙𝑛

1 − 𝜇

𝜇
 , 0 < 𝜇 <

1

2
, 

𝑔(𝜇) =
1

2𝜇(1 − 𝜇)
,

1

2
≤ 𝜇 < 1.           

Chứng minh. Từ (2) và (3) suy ra với ℎ > 0 thì 

 𝑃(𝑋̅ − 𝜇 ≥ 𝑡) ≤ 𝑒−ℎ𝑛𝑡−ℎ𝑛𝜇 ∏ 𝐸𝑒ℎ𝑋𝑖 .

𝑛

𝑖=1

 

Đặt 𝜇𝑖 = 𝐸𝑋𝑖 thì 𝑛𝜇 = 𝜇1 + 𝜇2 + ⋯ + 𝜇𝑛. Áp dụng Hệ quả 1.5 cho 𝑋 = 𝑋𝑖 và 𝑎 =

0, 𝑏 = 1 ta được 

https://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=Wassily_Hoeffding&action=edit&redlink=1
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∏ 𝐸𝑒ℎ𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

≤ ∏(1 − 𝜇𝑖 + 𝜇𝑖𝑒ℎ).

𝑛

𝑖=1

 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta lại có 

(∏(1 − 𝜇𝑖 + 𝜇𝑖𝑒ℎ)

𝑛

𝑖=1

)

1/𝑛

≤
1

𝑛
∑(1 − 𝜇𝑖 + 𝜇𝑖𝑒ℎ) = 1 − 𝜇 + 𝜇𝑒ℎ .

𝑛

𝑖=1

 

Suy ra, 

                                    𝑃(𝑋̅ − 𝜇 ≥ 𝑡) ≤ (𝑒−ℎ𝑛𝑡−ℎ𝑛𝜇(1 − 𝜇 + 𝜇𝑒ℎ))
𝑛

, ∀ℎ > 0             (7) 

Vế phải của (7) đạt cực tiểu tại ℎ = ℎ0, với  

ℎ0 = ln
(1 − 𝜇)(𝜇 + 𝑡)

𝜇(1 − 𝜇 − 𝑡)
. 

Mặt khác, do 0 < 𝑡 < 1 − 𝜇 nên ℎ0 > 0. Trong (7) thay ℎ bởi ℎ0 ta thu được (4).  

Để chứng minh (5), ta viết lại vế phải của (4) dạng exp(−𝑛𝑡2𝐺(𝑡, 𝜇)), trong đó 

𝐺(𝑡, 𝜇) =
𝜇 + 𝑡

𝑡2
ln

𝜇 + 𝑡

𝜇
+

1 − 𝜇 − 𝑡

𝑡2
ln

1 − 𝜇 − 𝑡

1 − 𝜇
. 

Ta chỉ cần chứng minh 𝐺(𝑡, 𝜇)đạt giá trị cực tiểu chính là 𝑔(𝜇). Thật vậy, 

Đạo hàm 2 vế của 𝐺(𝑡, 𝜇) theo 𝑡 ta được 

𝑡2
𝜕𝐺(𝑡, 𝜇)

𝜕𝑡
= (1 − 2

1 − 𝜇

𝑡
) ln (1 −

𝑡

1 − 𝜇
) − (1 − 2

𝜇 + 𝑡

𝑡
) ln (1 −

𝑡

𝜇 + 𝑡
) 

= 𝐻 (
𝑡

1 − 𝜇
) − 𝐻 (

𝑡

𝜇 + 𝑡
) ,                                               

Trong đó, 𝐻(𝑥) = (1 −
2

𝑥
) ln(1 − 𝑥). Vì giả thiết 0 < 𝑡 < 1 − 𝜇 nên 0 ≤

𝑡

1−𝜇
≤ 1 và 

0 ≤
𝑡

𝜇+𝑡
≤ 1. Hơn nữa, với |𝑥| < 1 ta có khai triển 

𝐻(𝑥) = 2 + (
2

3
−

1

2
) 𝑥2 + (

2

4
−

1

3
) 𝑥3 + (

2

5
−

1

4
) 𝑥4 + ⋯ 

với các hệ số trong khai triển đều dương nên 𝐻(𝑥) là hàm tăng trên (0,1). Do đó, 
𝜕𝐺(𝑡,𝜇)

𝜕𝑡
> 0 khi và chỉ khi 

𝑡

1−𝜇
>

𝑡

𝜇+𝑡
 tức là 𝑡 > 1 − 2𝜇. 
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Suy ra, với 𝑡 > 1 − 2𝜇, 𝐺(𝑡, 𝜇) đạt cực tiểu tại 𝑡 = 1 − 2𝜇, giá trị cực tiểu là  

𝐺(1 − 2𝜇, 𝜇) =
ln

1 − 𝜇
𝜇

1 − 2𝜇
= 𝑔(𝜇). 

Với 1 − 2𝜇 ≤ 0 thì 𝐺(𝑡, 𝜇) đạt cực tiểu tại 𝑡 = 0 và giá trị cực tiểu là 
1

2𝜇(1−𝜇)
= 𝑔(𝜇). 

Ta chứng minh xong (5). 

Lại thấy rằng 𝑔(𝜇) ≥ 𝑔 (
1

2
) = 2. Từ đó dễ dàng suy ra (6). Ta hoàn thành chứng minh 

Định lí 1. 

Chú ý. 

• Trong trường hợp 𝑎 ≤ 𝑋𝑖 ≤ 𝑏, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, thì 𝜇 và 𝑡 trong (4), (5), (6) được 

thay bằng 
𝜇−𝑎

𝑏−𝑎
 và 

𝑡

𝑏−𝑎
. 

• Nếu 𝑡 > 1 − 𝜇  thì với giả thiết của Định lí 1, xác suất trong (4) bằng 0.  

• Với 𝑡 = 1 − 𝜇, bất đẳng thức (4) vẫn đúng nếu vế phải thay bằng các giới hạn 

của nó khi 𝑡 tiến tới 1 − 𝜇, tức là 𝜇𝑛. Trong trường đặc biệt này, bất đẳng thức 

(4) đạt được dấu bằng. Cụ thể là, nếu 𝑡 = 1 − 𝜇 thì 𝑃(𝑋̅ − 𝜇 ≥ 𝑡) = 𝑃(𝑋̅ = 1) =

𝑃(𝑆 = 𝑛) và 𝑃(𝑆 = 𝑛) = 𝜇𝑛 nếu 𝑃(𝑋𝑖 = 0) = 1 − 𝜇, 𝑃(𝑋𝑖 = 1) = 𝜇. 𝑖 =

1, . . , 𝑛. Hay nói cách khác 𝑆 có phân phối nhị thức với tham số 𝑛 và 𝜇. 

 Như vậy, có thể nói chặn trong (4) là chặn tốt nhất có thể thu được từ bất đẳng thức 

(3) dưới các giả thiết của Định lí. Nghĩa là, đó là giá trị nhỏ nhất theo ℎ trong vế phải 

của (3) khi 𝑋𝑖 có phân  phối nhị thức với tham số 𝑛 và 𝜇. 

 Định lí sau đây là mở rộng của (6) trong trường hợp các biến ngẫu nhiên 𝑋𝑖 không 

nhất thiết phải bị chặn trong các khoảng giống nhau. 

Định lí 2.2. Cho 𝑋𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 là các biến ngẫu nhiên độc lập và 𝑎𝑖 ≤ 𝑋𝑖 ≤ 𝑏𝑖 . 𝑖 =

1,2 … , 𝑛. Khi đó, với 𝑡 > 0 ta có 

𝑃(|𝑋̅ − 𝜇| ≥ 𝑡) ≤ 2𝑒
−

2𝑛2𝑡2

∑ (𝑏𝑖−𝑎𝑖)2𝑛
𝑖=1 . 

Chứng minh. 

Đặt 𝜇𝑖 = 𝐸𝑋𝑖 , (3) trở thành 

                            𝐸𝑒ℎ(𝑆−𝐸𝑆−𝑛𝑡) = 𝑒−ℎ𝑛𝑡 ∏ 𝐸𝑒ℎ(𝑋𝑖−𝜇𝑖).𝑛
𝑖=1  
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Từ Hệ quả 1.5, với ℎ > 0  

𝐸𝑒ℎ(𝑋𝑖−𝜇𝑖) ≤ 𝑒−ℎ𝜇𝑖 (
𝑏𝑖 − 𝜇𝑖

𝑏𝑖 − 𝑎𝑖
𝑒ℎ𝑎𝑖 +

𝜇𝑖 − 𝑎𝑖

𝑏𝑖 − 𝑎𝑖
𝑒ℎ𝑏𝑖) = 𝑒𝐿(ℎ𝑖), 

trong đó 

𝐿(ℎ𝑖) = −ℎ𝑖𝑝𝑖 + ln(1 − 𝑝𝑖 + 𝑝𝑖𝑒ℎ𝑖), 

ℎ𝑖 = ℎ(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖),   𝑝𝑖 =
𝜇𝑖 − 𝑎𝑖

𝑏𝑖 − 𝑎𝑖
. 

Đạo hàm và đạo hàm cấp 2 của 𝐿(ℎ𝑖) theo ℎ𝑖 là 

𝐿′(ℎ𝑖) = −𝑝𝑖 +
𝑝𝑖

(1 − 𝑝𝑖)𝑒−ℎ𝑖 + 𝑝𝑖
, 

𝐿′′(ℎ𝑖) =
𝑝𝑖(1 − 𝑝𝑖)𝑒−ℎ𝑖

((1 − 𝑝𝑖)𝑒−ℎ𝑖 + 𝑝𝑖)
2 =

(1 − 𝑝𝑖)𝑒−ℎ𝑖

(1 − 𝑝𝑖)𝑒−ℎ𝑖 + 𝑝𝑖
(1 −

(1 − 𝑝𝑖)𝑒−ℎ𝑖

(1 − 𝑝𝑖)𝑒−ℎ𝑖 + 𝑝𝑖
). 

Ta thấy, 𝐿′′(ℎ𝑖) có dạng 𝑢(1 − 𝑢), 0 < 𝑢 < 1 nên 𝐿′′(ℎ𝑖) ≤ 1/4. Đạo hàm cấp ba 

𝐿′′′(ℎ𝑖) < 0. Áp dụng khai triển Taylor ta có 

𝐿(ℎ𝑖) ≤ 𝐿(0) + 𝐿′(0)ℎ𝑖 +
1

8
ℎ𝑖

2 =
1

8
ℎ𝑖

2 =
1

8
ℎ2(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖)2. 

Do đó, 

𝐸𝑒ℎ(𝑋𝑖−𝜇𝑖) ≤ 𝑒
1
8

ℎ2(𝑏𝑖−𝑎𝑖)2

. 

Kết hợp với (2) và (3) ta suy ra 

              𝑃(𝑋̅ − 𝜇 ≥ 𝑡) ≤ 𝑒−ℎ𝑛𝑡 ∏ 𝐸𝑒ℎ(𝑋𝑖−𝐸𝑋𝑖)

𝑛

𝑖=1

≤ 𝑒−ℎ𝑛𝑡+
1
8

ℎ2 ∑ (𝑏𝑖−𝑎𝑖)2𝑛
𝑖=1                    (8) 

Vế phải của (8) đạt cực tiểu tại ℎ0 =
4𝑛𝑡

∑ (𝑏𝑖−𝑎𝑖)2𝑛
𝑖=1

. Thay ℎ0 vào (8) ta được  

𝑃(𝑋̅ − 𝜇 ≥ 𝑡) ≤ 𝑒
−

2𝑛2𝑡2

∑ (𝑏𝑖−𝑎𝑖)2𝑛
𝑖=1 . 

Tương tự 

              𝑃(𝑋̅ − 𝜇 ≤ −𝑡) = 𝑃(−(𝑋̅ − 𝜇) ≥ −𝑡) ≤ 𝑒
−

2𝑛2𝑡2

∑ (𝑏𝑖−𝑎𝑖)2𝑛
𝑖=1 . 

Suy ra  
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𝑃(|𝑋̅ − 𝜇| ≥ 𝑡) ≤ 2𝑒
−

2𝑛2𝑡2

∑ (𝑏𝑖−𝑎𝑖)2𝑛
𝑖=1 . 

 

Định lí 2 được chứng minh. 

Hệ quả 2.3. Nếu 𝑋𝑖 là dãy biến ngẫu nhiên độc lập, cùng phân phối 0-1 tham số 𝑝. Khi 

đó 𝑎𝑖 = 0, 𝑏𝑖 = 1 và tổng 𝑆𝑛 = 𝑋1 + ⋯ + 𝑋𝑛~𝐵(𝑛, 𝑝). Ta có 

𝑃 (|
1

𝑛
∑ 𝑋𝑖 − 𝑝

𝑛

𝑖=1

| ≥ 𝜀) ≤ 2𝑒−2𝑛𝜀2
. 

 

Hệ quả 2.4. Nếu 𝑌1, … , 𝑌𝑚 và 𝑍1, … , 𝑍𝑛 là các biến ngẫu nhiên độc lập, cùng nhận giá 

trị trong [𝑎, 𝑏], 𝑌̅ =
𝑌1+⋯+𝑌𝑚

𝑚
, 𝑍̅ =

𝑍1+⋯+𝑍𝑛

𝑛
  thì với 𝑡 > 0 

𝑃(𝑌̅ − 𝑍̅ − (𝐸𝑌̅ − 𝐸𝑍̅) ≥ 𝑡) ≤ 𝑒
−

2𝑡2

(𝑚−1+𝑛−1)(𝑏−𝑎)2 . 

Các ước lượng trong định lí sau đây phụ thuộc vào phương sai 
𝜎2

𝑛
 của 𝑋̅. 

Định lí 2.5. Cho 𝑋𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 là các biến ngẫu nhiên độc lập, 𝐸𝑋𝑖 = 0, 𝑋𝑖 ≤ 𝑏, 𝑖 =

1,2 … , 𝑛. Khi đó, với 0 < 𝑡 < 𝑏 ta có 

𝑃(𝑋̅ ≥ 𝑡) ≤ ((1 +
𝑏𝑡

𝜎2
)

−(1+
𝑏𝑡
𝜎2)

𝜎2

𝑏2+𝜎2 

(1 −
𝑡

𝑏
)

−(1−
𝑡
𝑏

)
𝑏2

𝑏2+𝜎2 

)

𝑛

 

≤ 𝑒
−

𝑛𝑡
𝑏

[(1+
𝜎4

𝑏𝑡
) ln(1+

𝑏𝑡
𝜎2)−1].

 

 

3. Một số ví dụ về ứng dụng của chặn Hoeffding 

Ví dụ 1. Chặn Hoeffding có thể xác định độ tin cậy trong một phép thử. Xét một phép thử chỉ 

xảy ra hai khả năng (ví dụ như gieo đồng xu). Giả sử p là xác suất xảy ra biến cố thứ nhất 𝐴1. 

Sau 𝑛 lần thực hiện phép thử thấy có 𝑘 lần xuất hiện 𝐴1. Đặt 𝑝̂ =
𝑘

𝑛
 là tần suất xuất hiện 𝐴1. 

Đây cũng là một ước lượng cho 𝑝. Vậy 𝑝̂ với 𝑝 có quan hệ với nhau như thế nào? Chúng ta có 

thể dùng chặn Hoeffding để ước lượng cho sai số giữa 𝑝̂ và 𝑝 như sau: 

Với 𝜀 > 0 ta có 
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𝑃(𝑝̂ − 𝑝 ≥ 𝜀) ≤ 𝑒−2𝑛𝜀2
, 

𝑃(𝑝̂ − 𝑝 ≤ −𝜀) ≤ 𝑒−2𝑛𝜀2
 

Suy ra 

𝑃(|𝑝̂ − 𝑝| ≤ 𝜀) ≥ 1 − 𝑒−2𝑛𝜀2
. 

Như vậy, với độ tin cậy 1 − 𝑒−2𝑛𝜀2
, ta có thể nói rằng 𝑝 thuộc khoảng (𝑝̂ − 𝜀, 𝑝̂ + 𝜀). Nếu 𝜀 

tăng thì 𝑒−2𝑛𝜀2
 giảm. Khi đó ta có thể chắc chắn hơn về kết quả tìm được. 

Ta lấy một trường hợp cụ thể hơn. Gieo một đồng xu 1000 lần thấy có 552 lần xuất hiện mặt 

ngửa. Hỏi kết luận đồng xu cân đối tin tưởng được bao nhiêu phần trăm? 

Theo như tính toán phía trên, 𝑛 = 1000, 𝑘 = 552, 𝑝̂ = 0,552, 𝑝 = 0,5.  

Đặt 𝜀 = 𝑝̂ − 𝑝 = 0,052. Ta có 𝛼 = 𝑒−2𝑛𝜀2
= 0,0045. Vậy với độ tin cậy 1 − 𝛼 = 0,9955 ta 

có thể nói đồng xu cân đối. 

Ví dụ 2. Tìm vị trí của chất điểm.  

Xét một chất điểm thực hiện bước đi ngẫu nhiên trên một đường thẳng. Nó bắt đầu tại vị trí 

ban đầu 0 và mỗi bước đi nó di chuyển một bước về phía trước hoặc về phía sau với xác suất 

như nhau. Tổng quát, từ vị trí 𝑖 nó có thể di chuyển đến vị trí 𝑖 + 1 hoặc 𝑖 − 1 với xác suất 

như nhau và bằng 
1

2
. Chúng ta muốn tìm hiểu sau n lần di chuyển, chất điểm sẽ ở vị trí nào?  

Có thể kí hiệu sự di chuyển của chất điểm như một dãy biến ngẫu nhiên 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋2 thỏa 

mãn 𝑋𝑖 nhận giá trị 1 hoặc -1 với cùng xác suất 
1

2
. 

Đặt 𝑋 = 𝑋1 + 𝑋2 + ⋯ + 𝑋𝑛 chính là vị trí của chất điểm sau 𝑛 lần di chuyển. Khi đó bài toán 

quy về tìm một giới hạn trên cho |𝑋|. 

Vì 𝐸𝑋 = 0 nên theo bất đẳng thức Hoeffding ta có 

𝑃 (|
1

𝑛
𝑋 − 0| ≥ 𝜀) ≤ 𝑒−

2𝑛2𝜀2

2𝑛 . 

Do đó nếu chọn 𝜀 = √
log 𝑛

𝑛
  thì với xác suất ít nhất là 1 −

1

𝑛
 ta sẽ có |

𝑋

𝑛
| ≤ √

log 𝑛

𝑛
   hay |𝑋| ≤

√𝑛 log 𝑛. Tức là với khả năng cao, chất điểm sẽ không ở quá vị trí cách vị trí ban đầu không 

quá √𝑛 log 𝑛. 

Ví dụ 3. Gieo 1 quân xúc xắc cân đối 𝑛 lần. Gọi 𝑋𝑖 là số chấm trên mặt xuất hiện ở lần gieo 

thứ 𝑖. Dễ thấy 𝐸𝑋𝑖 =
7

2
, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. Đặt 𝑋 = 𝑋1 + ⋯ + 𝑋𝑛 là biến ngẫu nhiên chỉ tổng số 
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chấm trên các lần gieo. Theo bất đẳng thức Hoeffding, ta có thể ước lượng tổng số chấm trong 

𝑛 lần gieo theo chặn trong Định lí 2 với 𝑡 = 5√𝑛 ln 𝑛. 

𝑃 (|𝑋 −
7

2
𝑛| ≥ 5√𝑛 ln 𝑛) ≤

2

𝑛2
. 

Nếu chúng ta muốn đảm bảo với xác suất lệch là không quá 0,01 thì chỉ cần thực hiện đủ 𝑛 

lần gieo trong đó 

2

𝑛2
< 0,01 

Tương đương với 𝑛 > √200 ≈ 14 lần gieo.  Nói cách khác, với 15 lần gieo, chúng ta có thể 

tự tin rằng tổng số nốt nằm trong khoảng 20 đến 85. 
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KẾT LUẬN 

Báo cáo đã trình bày về chặn Hoeffding với các dạng thể hiện khác nhau và một 

số ví dụ thực tế có thể sử dụng chặn Hoeffding. Tài liệu có thể dùng làm tài liệu tham 

khảo cho giảng viên, sinh viên, làm sinh động thêm những ứng dụng của môn xác suất 

thống kê đối với các vấn đề thực tiễn trong cuộc sống. Tuy nhiên, đây chỉ là một nội 

dung nhỏ trong vô vàn kết quả về bất đẳng thức xác suất. Trong thời gian tới, tác giả sẽ 

tiếp tục tìm hiểu về phân phối đuôi của biến ngẫu nhiên trong các trường hợp khác nhau của 

biến ngẫu nhiên cũng như nhiều bất đẳng thức khác nhằm hoàn thiện hơn về nội dung nghiên 

cứu và nâng cao chất lượng bài giảng cũng như làm tốt mục tiêu gắn lí thuyết với thực tiễn.  
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