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LOI GIOI THIEU

Ham phan phéi cua tong cac bién ngiu nhién doc 1ap Z = X; + X, + -+ X,, 1A
mot thdng tin quan trong. Pdi khi, phan phdi ciia Z con co thé cho ching ta biét vé phan
phdi cua X;,i = 1,2,..Trong lich sir, da co rat nhiéu két qua nghién ctu trong cac
truong hop khéac nhau. Trong trudng hop X; doc 1ap ciing phan phdi thi cau hoi vé ham
phan phéi cta Z duoc tra 10i kha tron ven trong rat nhiéu truong hop khi X; c6 phan
phdi quen thudc thuong gap va cé tng dung quan trong trong |i thuyét théng ké hiéen
dai. Tuy nhién, trong truong hop X; khéng cling phan phdi, van dé tré nén phuc tap hon
rat nhiéu. Pa sd cac két qua nghién ciru dang diéu tiém can phan phdi cia Z. Mot cau
hoi nita 1a d6 chinh xac cua dang diéu tiém can d6? Mot loat cac bat dang thirc nhu bat
dang thic Markov, bat dang thic Chebyshev... cho phép ta danh gia xac suat dudi
P(Z = a) trong truong hop biét ki vong, phuong sai cua bién ngau nhién. Bat dang
thirc manh hon cho mét chan trén cua phan phdi dudi cia Z giam theo ham mil 12 bat
dang thirc Chernoff. Trong mét s6 bdo cdo hoc thuat trudc, toi da trinh bay lai mot s6
bit dang thirc xac suat quen thudc nay cling mot sé vi du thuc tidn c6 thé ap dung trong
giang day. Theo ludng nghién ctu do, trong bao cao nay, t6i tiép tuc nghién ctu, téng
hop va trinh bay lai vé chin Hoeffding - mét bat dang thac cho chan trén ctua xac
suat mot tong cac bién ngau nhién sai léch véi gia tri ky vong. Bat dang thic Hoeffding
duoc ching minh bai Wassily Hoeffding (1962) va duoc coi 1a mé rong cua bat dang
thirc Chernoff,

B4o c4o hoc thuat chia 1am ba phan

Phan 1: Trinh bay vé& ham sinh md-men va nhic lai bat dang thac Markov va Chebyshev

va bat dang thuc Chernoff
Phan 2: Trinh bay vé chan Hoeffding.

Phan 3. Trinh bay mét sé vi du co ban c6 thé ung dung chan Hoeffding.
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1. Kién thirc chuan bi
1.1. Ham sinh mément

Dinh nghia 1.1. Cho X 12 mot bién ngau nhién bt ki. Ham sinh m6-men cia X 1a
My (t) = E[et].

Néu X 1a bién ngau nhién roi rac

(00

Me(0) = ) ePip,

i=1

Néu X 1a bién ngau nhién lién tuc

My (t) = j+ooetxf(x)dx.

Tinh chat ciza ham sinh mé-men

t2x?2 thxn
+ -+
2

! n!

i) Khai trién et =1 + tX + + ..

Suy ra
t2E(X? t"E(X™
2! n!

Do d6, ham sinh md-men bao gom tat ca cac md-men cua X.

My(t) =1+ tEX +

i)  Néu Xy, X,,..,X, |acac bién ngiu nhién doc lapva X = X; + X, + -+ X,
thi

My (t) = ﬁ My, (¢).

That vay, vi X;, X, ..., X,, doc l1ap nén et*1,etXz, . e'*n cling doc lap. Tacod

MX(t) = E[etX] — E[et(X1+X2+...+Xn)]

- = ﬁE[etXi] = ﬁMxi(t)-

i=1




Ham sinh md-men caa mét s6 phan phéi thudng gap

Phan phaoi Ham sinh mé-men

Phan phéi 0-1 tham sb p 1—p + pet

Phan phéi nhi thic B(n, p) (1—p+pet)”

Phan phéi Poisson o Met-1)

Phan phéi déu lién tuc U(a, b) eth — eta
t(b —a)

Phan phéi mii E (1)

1-tAHLt<2

Phan phéi chuan N (u, o)

155
o307t

1.2.  Ham loi

Dinh nghia 1.2. Ham lién tuc f(x) duoc goi 1a 16i trén khoang I néu va chi néu Vi
moi 0 <p < 1vavéimoix,y €ltaco

fox+ (1 —p)y) <pfCx)+ A -p)f(y).
Ménh dé 1.3. Mot ham £ (x) lién tuc va kha vi cap 2 1a 16i trén I néu

Ménh dé 1.4. (Bat dang thuc Jensen) Néu ham £ (x) lién tuc va 16i trén I thi véi moi
Sé duong pl’ pz, ""pN théa mén pl + pz + + pN = 1 Vé. mOl Sé xl,xz, ...,xN € I ta

co

f'(x) = 0,vx €.

f (i pixi> = ipif(xi)-

Ta thay rang, néu X 1a bién ngau nhién nhan gia trj trong doan [a,b] thi ham e"X 1a ham
16i nén d6 thi ctia nd nam dudi duong thang di qua hai diém M (a, e"*) va N(b, e).

Do do ta co

b—X
“b—a

th <

Tir d0 ta c6 hé qua sau




H¢ qud 1.5. Cho X 1a bién ngau nhién nhan gié tri trong doan [a,b]. Khi dd, voi moi sd
thuc h ta co
b—EX EX —a

Eel X <————eht 4 oM g <X <bh. 1
e b—ae b—ae a (D

1.3. M@t sé bat ding thirc x4c suit khac

Bt ding thirc Markov. Cho X 12 mét bién ngau nhién nhan gia tri khong am. Khi do,
véimoia = 0taco

E[X]
PX=>a)<—.
a
Bt ding thizc Chebyshev. V&i moi a > 0 ta co
Var[X]
P(X —EIX]| 2 @) < ——,
Bdt ding thirc Chernoff. Véi moi t > 0 ta co
_ Ele™]
P(X = a) < min—
t>0 eld

va

< < : ta —tX
P(X<a)< min e E[e **].

2. Chan Hoeffding

Cho X4, X5, ..., X, 1a cac bién ngau nhién doc 1ap véi mément bac nhat va bac hai
httu han.

DatS=X1+X2+--.+XnVa;?=§
u =E)?=§ ;0% = nVar(X)= Vj:s.

Theo bat ding thac Chebychev ta cé

2

— o
P(X—pul=t) <—,
(X —kl=0<—
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va

X —u>t) <
PX—u=>t)< 7
1+—5
o
Tu chan Chernoff ta thu duoc
P(X—pu=>t)=P(E —ES >nt) < Eeh6-ES—nt), (2)

Trong d6 h 1a s6 duong bat ki. Trong trudng hop céc bién ngau nhién doc lap thi
Eeh(S—ES—nt) — p—hnt ?:1 Eeh(Xi_EXi)_ (3)
Tiép theo ta danh gia gia tri Ki vong trong vé phai cia (2). Mot loat cac dinh 1i sau day

dugc phat biéu va chang minh boi Wassily Hoeffding (con dwoc goi la chan
Hoeffding).

binh 2.1.Cho X;,i = 1,2,...,nlacac bién ngcfu nhién doc ldap, nhan gia tri trong doan
[0,1]thivoi0 <t <1—putacd

i\ T
Px-nz0< ()" (=) @)
< e~nt?g(w) (5)
< g—2nt? , (6)
Trong do
1 1—p 1
g(u)=1_2Hln T 0<u<s
g(u)=;, lsu<1.
2u(1—p) 2

Chaeng minh. Tt (2) va (3) suy ra véi h > 0 thi

n
P(X—u=>t) < e hnt-hnu ﬂEthi.
i=1

Dit p; = EX; thi nu = py + pp + -+ up,. Ap dung Hé qua 1.5 cho X = X; va a =
0,b = 1 taduoc


https://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=Wassily_Hoeffding&action=edit&redlink=1

n n
ﬂEthi < 1_[(1 — u; + peh).
i=1 i=1

Ap dung bat dang thirc Cauchy ta lai c6

n 1/n n

h 1 h h
H(l—ui+uie) SEZ(l—ui+uie)=1—u+ue-
i=1 i=1

Suy ra,
— n
PX—pu=>t)< (e‘h"t‘h"“(l —u+ ,ueh)) ,Yh >0 (7)
V& phai cua (7) dat cuc tiéu tai h = h,, Vi
(1—pw)(u+t)
ho - 11’1 .
p(l—p—1t)

Mat khac, do 0 < t < 1 — unén h, > 0. Trong (7) thay h baoi h, ta thu duoc (4).
Dé ching minh (5), ta viét lai vé phai cua (4) dang exp(—nt2G(t, w)), trong do

+t +t 1—u—t 1—u-—t
S MY o R S I S

G(t,u) =

Ta chi can chitng minh G (t, u)dat gia tri cuc tiéu chinh 1a g(x). That vay,

Pao ham 2 vé cua G (t, u) theo t ta duoc

G (¢, 1- t +t t
SECICT N PP Gl Y Y P P
ot t 1—p t u+t

=4 (=)~ ().

Trong d6, H(x) = (1 - 2)In(1 - x). Vi gia thiét 0 < t < 1 - nén 0 sﬁ <1va

0< ﬁ < 1. Hon nira, Véi |x| < 1 ta c6 khai trién

H(x) =2+ (z—l)xz + (z—l>x3 + (E—l>x4 + o
3 2 4 3 5 4
véi cac hé s trong khai trién déu duong nén H(x) la ham ting trén (0,1). Do dé,
96 () khi va chi khi —— > ——taclat > 1 — 2.
at 1-u u+t
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Suy ra, voi t > 1 — 2pu, G(t, 1) dat cuc tiéu tai t = 1 — 2y, gia tri cuc tiéu 1a

ln1 ;,u
G(1—2u,u) = = .
(A =2mm) =—-— 2 g
Véi 1 — 2p < 0 thi G(t, 1) dat cuc tiéu tai t = 0 va gi tri cuc tiéu 1a ——— = g ().

2u(1-p)
Ta chirng minh xong (5).

Lai thay rang g(u) = g (%) = 2. Tuir &6 d& dang suy ra (6). Ta hoan thanh ching minh

binh Ii 1.

Ccha y.

e Trong truong hop a < X; < b,i = 1,2, ...,n, thi u va t trong (4), (5), (6) duoc
t

b-a

e Neéut > 1—pu thivaigiathiet caa Binh li 1, xac suat trong (4) bang 0.

e Vit =1—yp, bat ding thuc (4) vin dung néu vé phai thay bang céac gisi han
ctia n6 khi t tién toi 1 — y, tac 12 ™. Trong trudng dic biét ndy, bat dang thuc
(4) dat dugc dau bang. Cuthéla, néut =1 —uthiPX—u=>t) =PX =1) =
P(S=n) va P(S=n)=u" néu PX;=0)=1—pu,PX;=1) =p.i=
1,..,n. Hay ndi cach khac S c6 phan phéi nhi thic vai tham s n va p.

thay bang g va

Nhu vay, c6 thé néi chin trong (4) 1a chin tét nhat c6 thé thu duoc tir bat dang thuc
(3) dudi cac gia thiét cua Dinh 1i. Nghia 13, d6 1a gia tri nho nhat theo h trong vé phai
cua (3) khi X; c6 phan phdi nhi thirc véi tham sé n va p.

Pinh li sau day 1a mo rong cua (6) trong truong hop céac bién ngiu nhién X; khong
nhat thiét phai bi chan trong cac khoang gidng nhau.

Pinh 1i 2.2. Cho X;,i = 1,2, ..., n & cac bién ngdu nhién déc ldpva a; < X; < b;.i =
1,2 ...,n. Khido, voi t > 0taco

2n2t2

P(IX —u| = t) < 2 EEai-a?,
Chung minh.
bat u; = EX;, (3) tré thanh

Eeh(S—ES—nt) — p—hnt H?=1 Eeh(Xi_”i).
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TuHéqual5,véih >0
Eeh(Xi_.ui) < e—hﬂi <bl — M ehal- + Ui —a;

ehbi> — eL(hi),
bi — a; bi — a;

trong dé

L(h) = —hp; + In(1 — p; + p;e™),

M. _— a.
hi = h(b; —a;), pi = ﬁ
Pao ham va dao ham cap 2 cua L(h;) theo h; 1a
Pi
L'(h) = —p; + ,
G =Pt T e
y pi(1—pe™ (1-pe™ (1—pe™
L (hl) = 2= —h; 1- “h; .
—p)e"hi + p, i i i i
(A —peti+p)" (A=pei+p (1-plehi+p

Ta thay, L''(h;) ¢6 dang u(1 —u),0 <u <1 nén L"(h;) < 1/4. Pao ham cap ba
L' (h;) < 0. Ap dung khai trién Taylor ta c6

! 1 2 1 2 1 2 2
Do do,
Eeh(XL'—ML') < e%hz(bi_ai)z.
Két hop vai (2) va (3) ta suy ra
n 1
PX—pu=t)<e™ HEeh<Xi—EXi) < g7Mnirgh Linalbimad” (8)
i=1
Vé phai cua (8) dat cuc tiéu tai h, =ﬁ. Thay h, vao (8) ta dugc
i=1\Wi—¢{
2n?t?

P(X—p=t) <e Zmabimad?,
Twong tw

2n2t2

PX—p<—t)=P(-(X—p) = —t) < e Lmabi-a)?,
Suy ra



2n2t2

P(IX —u| = t) < 2e Zima®ima)?,

binh li 2 duoc chirng minh.

Hé qud 2.3. Néu X; 1a ddy bién ngau nhién doc lap, cung phan phdi 0-1 tham sé p. Khi
d6a; = 0,b; = 1vatong S, = X; + -+ X,,~B(n,p). Tacod

n
p 12;(
y i— P
=1

Hé qud 2.4. Néu Yy, ..., Y, vd Z4, ..., Z,, 1a cac bién ngau nhién doc lap, cing nhan gia

tri trong [a, b], Y = W 7= Zl+n—+Z" thiveit >0

> s) < 2e~2ne?,

2t?
P(Y-Z—(EY—EZ)>t) <e m4n H-a)?

2 —
Céac udc lugng trong dinh li sau day phu thudc vao phuong sai % cua X.
Pinh 1i 2.5. Cho X;,i = 1,2, ..., n la c&c bién ngau nhién doc 1ap, EX; = 0,X; < b,i =
1,2..,n.Khido, véi 0 <t < btacbh

bt>_(1+%) 2

_L)L
PX=t) < (1 +;

bZ+o2 (1 t)‘(l b)bZ102
b

nt a? bt
S e —7 <1+E) 11’1(1+F)—1].

3. Mot s6 vi du vé wng dung cia chin Hoeffding

Vi du 1. Chan Hoeffding c6 thé xac dinh d6 tin cay trong mot phép thir. Xét mot phép thir chi
xay ra hai kha nang (vi du nhu gieo dong xu). Gia sir p la xac suat xay ra bién c6 tha nhat A;.
Sau n lan thyuc hién phép thir thiy c6 k 1an xuat hién A,. Pat p = S 1a tan suat xuét hién A,.
Pay ciing 1a mot wac lugng cho p. Vay p véi p ¢ quan hé véi nhau nhu thé nao? Ching ta c6
thé dung chan Hoeffding dé wdc lugng cho sai sé giira p va p nhu sau:

V6ie > 0taco



P(p—p=¢e) <e e,

P(p—p < —¢) < e 2ne’
Suy ra

P(lp—pl <e) =1—e 2,

Nhu vay, véi do tin cay 1 — e~2"€° ta c6 thé ndi rang p thudc khoang (p — &,p + €). Néu &
tang thi e~2"¢” giam. Khi d6 ta c6 thé chic chén hon vé két qua tim dugc.
Ta ldy mot treong hop cu thé hon. Gieo mot dong xu 1000 lan thay c6 552 1an xuét hién mat
ngira. Hoi két luan ddng xu can dbi tin tuong dugc bao nhiéu phan tram?
Theo nhu tinh toan phia trén, n = 1000,k = 552,p = 0,552,p = 0,5.
bate=p—p=0,052.Tacda = e~ 2ne* = 0,0045. Vay vai do tincay 1 — a = 0,9955 ta
c6 thé ndi dong xu can dbi.
Vi du 2. Tim vi tri caa chat diém.
Xét mot chat diém thuc hién budc di ngiu nhién trén mot duong thang. N6 bat dau tai vi tri
ban dau 0 va mdi buéc di n6 di chuyén mot budc vé phia trudc hoic vé phia sau véi Xac suat
nhu nhau. Téng quat, tir vi tri i N6 cd thé di chuyén dén vi tri i + 1 hoic i — 1 v&i xac suét
nhu nhau va bang % Chung ta mudn tim hiéu sau n lan di chuyén, chat diém s& & vi tri nao?
C6 thé ki hiéu su di chuyén cua chat diém nhu mét day bién ngiu nhién X,, X,, ..., X, thoa
man X; nhan gi tri 1 hodc -1 véi cling x&c suat %
Pit X = X, + X, + -+ X,, chinh 12 vi tri cia chat diém sau n lan di chuyén. Khi d6 bai toan
quy vé tim mot giGi han trén cho | X].
Vi EX = 0 nén theo bt dang thicc Hoeffding ta c6

1 _2n’e?
P<|EX—O ZS)SB 2n

, X 1 N e Lo » 2.1 1 ~ - |X 1
Do d6 néu chon & = /% thi voi xéc sut it nhat 1a 1 — = ta s& ¢6 |;| < / Oin hay |X| <

Jnlogn. Tac 1a véi kha ning cao, chat diém s& khdng & qua vi tri cach vi tri ban dau khéng

qua \/nlogn.

Vi du 3. Gieo 1 quan xUc xic can d6i n 1an. Goi X; 1a s6 cham trén mat xuat hién & lan gieo
thie i. D& thiy EX; = %,i =1,2,..,n. Dt X = X, + -+ X,, 12 bién ngdu nhién chi téng sb
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cham trén céc lan gieo. Theo bat dang thuc Hoeffding, ta c6 thé woc lwong tong sé cham trong
n lan gieo theo chin trong Binh 1i 2 véi t = 5Vn1nn.

7 2
P (|X ——n| > 5\/nlnn) < —.
2 n2

Néu ching ta mudn dam bao véi xac suat léch 1a khéng quéa 0,01 thi chi can thuc hién da n
lan gieo trong d6

2
— < 0,01
n

Tuong duong véi n > /200 = 14 lan gieo. No6i cach khéc, véi 15 lan gieo, ching ta c6 thé
tu tin rang tong sé nét nam trong khoang 20 dén 85.

11



KET LUAN

Béo c4o da trinh bay vé chin Hoeffding véi cac dang thé hién khac nhau va mot
sb vi du thuc té c6 thé sir dung chan Hoeffding. Tai liéu c6 thé dung lam tai liéu tham
khao cho giang vién, sinh vién, lam sinh dong thém nhitng tng dung ctia mon Xac suat
théng ké d6i véi cac van dé thuc tién trong cudc song. Tuy nhién, day chi 1a mot noi
dung nho trong vo van két qua vé bat dang thic xac suat. Trong thoi gian toi, tac gia s8
tiép tuc tim hiéu vé phan phéi dudi cua bién ngau nhién trong cac truong hop khac nhau cua
bién ngau nhién ciing nhu nhiéu bat dang thic khac nham hoan thién hon vé noi dung nghién

ctru vVa nang cao chat luong bai giang ciing nhu lam t6t muc tiéu gan 1 thuyét véi thuc tién.
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